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Ðèñ. 1

Ýòà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà  àëãîðèòìàì è
ñïîñîáàì èõ ðåàëèçàöèè â ïàêåòå Maxima.

Îñíîâíûìè íîâûìè îïåðàòîðàìè, êî-
òîðûå áóäóò ââåäåíû íà ýòîì óðîêå, ÿâëÿ-
þòñÿ: îïåðàòîð block è îïåðàòîðû öèêëà
(â ðàçëè÷íûõ ñèíòàêñè÷åñêèõ ôîðìàõ).

Ïðè çàäàíèè íåêîòîðîé ïðîöåäóðû îïå-
ðàòîðû ìîæíî çàêëþ÷àòü â ñêîáêè. Ê ïðè-
ìåðó, åñëè f(x):=(expr1,expr2,..., exprn),
òî çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x) ÿâëÿåòñÿ çíà-
÷åíèå ïîñëåäíåãî èç âû÷èñëåííûõ âûðà-
æåíèé. Îäíàêî ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëå-
íèé ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü âñïî-
ìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå, åñòå-
ñòâåííî, èìåþò ïðîñòûå èìåíà. Ïðè ýòîì
ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî åñëè ïåðåìåííàÿ ñ
èìåíåì x â îäíîé ïðîöåäóðå ïîëó÷èëà íå-
êîòîðîå çíà÷åíèå, òî ýòî çíà÷åíèå îíà ñî-
õðàíèò è äàëåå. Åñëè â äðóãîé ïðîöåäóðå
åñòü ïåðåìåííàÿ ñ òåì æå èìåíåì, òî åñòü
îïàñíîñòü ñëó÷àéíî èñïîëüçîâàòü íå òî åå
çíà÷åíèå, êîòîðîå õîòåëîñü áû. Äëÿ íåäî-

ïóùåíèÿ ïîäîáíûõ êîëëèçèé âî
âñåõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ
åñòü âîçìîæíîñòü ââåñòè òàê íà-
çûâàåìûå ëîêàëüíûå ïåðåìåí-
íûå, ñîõðàíÿþùèå ñâîè çíà÷å-
íèÿ òîëüêî â îïðåäåëåííûõ ïðå-

äåëàõ (áëîêàõ). Âíóòðè îïåðàòîðà block
êàê ðàç è ìîæíî ââåñòè ïîäîáíûå ïåðå-
ìåííûå, ïîìåñòèâ èõ èìåíà  â îïðåäåëåí-
íûé ñïèñîê. Ê ïðèìåðó, òåêñò
block([a:1,b],b:x+a) îçíà÷àåò, âî-ïåð-
âûõ, ÷òî ïåðåìåííûå ñ èìåíàìè a è b áó-
äóò èìåòü çíà÷åíèÿ òîëüêî ïðè âûïîëíå-
íèè îäíîãî-åäèíñòâåííîãî îïåðàòîðà, âî-
âòîðûõ, ÷òî ïåðåìåííîé a çàäàíî íà÷àëü-
íîå çíà÷åíèå 1. Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû
íåêîòîðîå çíà÷åíèå áûëî äîñòóïíî ïîñëå
èñïîëíåíèÿ îïåðàòîðà, òî ñëåäóåò èñïîëü-
çîâàòü îïåðàòîð return (ñì. ïåðâûé ïðè-
ìåð äàëåå).

Öèêëû � íåîòúåìëåìàÿ ÷àñòü ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Íàïèøåì ïðîöåäóðó, âû÷èñ-
ëÿþùóþ ñóììó ïåðâûõ n íå÷åòíûõ ÷èñåë
(ñì. ðèñ. 1).

Çäåñü i åñòü ïåðåìåííàÿ öèêëà èëè èòå-
ðàòîð, äëÿ êîòîðîãî óêàçûâàþòñÿ åãî íà÷àëü-
íîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ, à òàêæå øàã. Çà-
ïèñü for i:i0 thru i1 step d do (...)
îçíà÷àåò, ÷òî âû÷èñëåíèå îïåðàòîðîâ, íà-
õîäÿùèõñÿ â ñêîáêàõ ïîñëå  do (â òåëå
ïðîöåäóðû) áóäóò ïðîèçâîäèòüñÿ äëÿ çíà-
÷åíèé èòåðàòîðà i, ðàâíûõ i0, i0+d, è äëÿ
âñåõ ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñ-
êîé ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëåíîì i0 è ðàç-
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Ðèñ. 3

Ðèñ. 2

íîñòüþ d, íå ïðåâîñõîäÿùèõ çíà÷åíèÿ i1.
Åñëè çíà÷åíèå d ÿâíî íå óêàçàíî (â ñèí-
òàêñè÷åñêîé êîíñòðóêöèè îïóùåíî step
d), òî íà êàæäîì øàãå öèêëà çíà÷åíèå i
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîöåäóðå oddsum
âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ëîêàëüíîé ïå-
ðåìåííîé s ðàâíî 0.

Øàã 1: èòåðàòîð i ðàâåí 1, ñëåäîâà-
òåëüíî s = 0 + 1 = 1.

Øàã 2: çíà÷åíèå i óâåëè÷èëîñü íà 2,
òàê ÷òî i = 3 è s = 1 + 3 = 4.

È òàê äàëåå.
Íà ïîñëåäíåì øàãå çíà÷åíèå i áóäåò

ðàâíî 2n � 1.
Íàêîïëåííàÿ â ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé

s ñóììà åñòü çíà÷åíèå äàííîé ïðîöåäóðû,
ïîñêîëüêó ïåðåìåííàÿ s ÿâëÿåòñÿ àðãóìåí-
òîì îïåðàòîðà return.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíîå ñóììèðîâàíèå
îñóùåñòâëÿåò óæå èçâåñòíûé íàì îïåðà-
òîð sum, ïîýòîìó â äàííîì ïðèìåðå åñòå-
ñòâåííåå áûëî íàïèñàòü òàê, êàê ïîêàçà-
íî íà ðèñ. 2.

Ïðè ïîìîùè öèêëîâ ìîæíî îñóùåñòâ-
ëÿòü íåïîñðåäñòâåííûé ïåðåáîð âîçìîæ-
íûõ âàðèàíòîâ (ñì. äàëåå ïðèìåð 3), à ìîæ-
íî ðåàëèçîâûâàòü êîíêðåòíûå àëãîðèòìû.

Ïðèìåð 1. Íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî
îáùåãî äåëèòåëÿ.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì àëãîðèòìîì, âè-
äèìî, ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà ïîèñêà
íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Åãî èäåÿ îñíîâàíà íà òîì,

÷òî ÷èñëî d ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî äåëè-
òåëåì ÷èñåë a è b òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñåë a � b
è b. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåõîäèòü îò
ïàðû (a; b), ãäå a > b, ê ïàðå (a � b; b). Åñëè
íà íåêîòîðîì øàãå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïåðâîå
÷èñëî ìåíüøå âòîðîãî, òî ìåíÿåì èõ ìåñ-
òàìè. Ê ïðèìåðó, äëÿ ÷èñåë 36 è 15 ìû
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð

( ) ( ) ( ) ( )6,1515,615,2115,36 aaaa

( ) ( ) ( ) ( )3,33,66,36,9 aaaa .

Çíà÷èò, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ïàðû
(36, 15) ðàâåí íàèáîëüøåìó îáùåìó äå-
ëèòåëþ ïàðû (3, 3), ðàâíîìó 3. Ñåé÷àñ ìû
ðåàëèçóåì ýòîò àëãîðèòì (ñì. ðèñ. 3).

Ñìûñë îïåðàòîðîâ max è min ïîíÿ-
òåí, çíà÷åíèåì ïåðâîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøèé èç åãî àðãóìåíòîâ, çíà÷åíè-
åì âòîðîãî � íàèìåíüøèé. # � ýòî çíàê
íåðàâåíñòâà, óñëîâèå a#b îçíà÷àåò, ÷òî a
≠ b. Îïåðàòîð return ïðåêðàùàåò èñïîë-
íåíèå ôóíêöèè, âíóòðè êîòîðîãî îí íà-
õîäèòñÿ. Ïîýòîìó íà òîì øàãå âû÷èñëå-
íèé, íà êîòîðîì ÷èñëà a è b ñòàëè ðàâíû
äðóã äðóãó, ðàáîòà ïðîöåäóðû áóäåò çà-
âåðøåíà.

Ïîñìîòðèì íà ñêîðîñòü  ðàáîòû îïå-
ðàòîðà gcd1.
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Êàê âû âèäèòå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèáîëü-
øåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷èñåë 15 è 262143
ïðîöåäóðå gcd1 ïîòðåáîâàëîñü öåëûõ 3 ñå-
êóíäû. Ðàáîòó ïðîöåäóðû ìîæíî ñóùå-
ñòâåííî óñêîðèòü, åñëè ïåðåõîäèòü îò ïàðû
(a, b) ê ïàðå (b, r), ãäå r � ýòî îñòàòîê îò
äåëåíèÿ a  íà b, òî åñòü r = a (mod b). Ïðè
ýòîì â ìîìåíò, êîãäà î÷åðåäíîé îñòàòîê r
îò äåëåíèÿ áîëüøåãî ÷èñëà íà ìåíüøåå
îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, ìåíüøåå ÷èñ-
ëî â ïîñëåäíåé ïàðå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì
îáùèì äåëèòåëåì èñõîäíîé ïàðû ÷èñåë.
Ðåàëèçóåì ýòó èäåþ (ñì. ðèñ. 4).

Çíà÷åíèåì îïåðàòîðà mod(a,b) è ÿâ-
ëÿåòñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b.

Êàê âû âèäèòå, ñêîðîñòü ðàáîòû çíà-
÷èòåëüíî óâåëè÷èëàñü.

Ïðèìåð 2. Ïîçèöèîííàÿ çàïèñü íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ öèôð çà-
äàííîãî ÷èñëà. Êàçàëîñü áû, î ÷åì çäåñü
ãîâîðèòü, âåäü öèôðàìè, ê ïðèìåðó, ÷èñëà
123 ÿâëÿþòñÿ 1, 2 è 3. Îäíàêî çà-
äà÷à íå ñòîëü òðèâèàëüíà, êàê êà-
æåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä. Ïîïðî-
áóéòå íàéòè ñòåïåíü 2, äåñÿòè÷íàÿ
çàïèñü êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ñ 7. Êî-
íå÷íî, ìîæíî ïðîñòî ïîñëåäîâà-
òåëüíî âû÷èñëÿòü ÷èñëà 2n è ñìîò-
ðåòü íà ýêðàíå, íå ïîÿâèòñÿ ëè âïå-

ðåäè «ñåìåðêà». Îäíàêî ÿñíî, ÷òî ïîäîá-
íûé  ïîäõîä íåïðîäóêòèâåí.

Íàøà öåëü � íàïèñàòü ïðîöåäóðó, çíà-
÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê öèôð
äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ïðè÷åì ÿñíî,
÷òî áóäåò ðàçóìíî ðàññìàòðèâàòü ñðàçó
ñëó÷àé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ñ ïðîèçâîëü-
íûì îñíîâàíèåì (êîíå÷íî, åñëè îñíîâà-
íèå áîëüøå 10, òî «öèôðà» ìîæåò îêà-
çàòüñÿ ìíîãîçíà÷íûì ÷èñëîì), âçÿâ åãî â
êà÷åñòâå âòîðîãî àðãóìåíòà ýòîé ïðîöå-
äóðû.

Èìååì, 123 = 10 ⋅12 + 3, ïîýòîìó
3 = 123(mod 10), à 12 = (123 � 3)/10. Â
îáùåì ñëó÷àå, åñëè p åñòü îñíîâàíèå ñèñ-
òåìû ñ÷èñëåíèÿ è

01
2

2
1

1 apapapan n
n

n
n +⋅++⋅+⋅= −

−
−

− K ,

òî )(mod0 pna = . Òåïåðü âìåñòî ÷èñëà n
ðàññìîòðèì ÷èñëî (n � a0) /p, åãî ïîñëå-
äíÿÿ öèôðà ðàâíà ïðåäïîñëåäíåé öèôðå
÷èñëà n. Íàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðî-
öåäóðó (ñì. ðèñ. 5).

Îïåðàòîð append(u,v) ïðî-
èçâîäèò ñëèÿíèå ñïèñêîâ u è v,
åãî ðåçóëüòàòîì áóäåò ñïèñîê

KK ,,,,, 2121 vvuu  Â íàøåé ïðî-

öåäóðå öèôðà, íàéäåííàÿ íà òå-
êóùåì øàãå öèêëà, äîáàâëÿåòñÿ
ñïðàâà ê ñïèñêó ðàíåå íàéäåí-
íûõ öèôð (ñì. ðèñ. 6).

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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Ðàññìîòðèì  ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ
ýòîé ïðîöåäóðû: íàéäåì íàèìåíüøóþ ñòå-
ïåíü äâîéêè, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîé
íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû 7 (ñì. ðèñ. 7).

Êàê âû âèäèòå, òàêàÿ ñòåïåíü äåéñòâè-
òåëüíî ñóùåñòâóåò!

Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âîñ-
ñòàíîâëåíèè ÷èñëà ïî ñïèñêó åãî öèôð. Â
ïðîöåäóðå fromdig èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ óäîáíàÿ äëÿ íàñ ìîäèôèêàöèÿ îïåðà-
òîðà öèêëà.

Åñëè a � ýòî íåêîòîðûé ñïèñîê, òî â
ñèíòàêñè÷åñêîé êîíñòðóêöèè
for x in a do (�)
ïåðåìåííàÿ x áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ,
ðàâíûå ïîñëåäîâàòåëüíûì ýëåìåíòàì ýòî-
ãî ñïèñêà (ñì. ðèñ. 8).

Èäåÿ ýòîé ïðîöåäóðû ïðîñòà. Åñëè
],,,[ 021 aaaa nn K−−=  åñòü ñïèñîê öèôð

÷èñëà n â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì
p, òî 021 ))(( appapan nn +⋅+⋅+⋅= −− KK .

Ïðèìåð 3. Ðåøåíèå çàäà÷è î «ñ÷àñòëè-
âûõ áèëåòàõ»

Äàâíûì-äàâíî íà àâòîáóñíîì (òðàìâàé-
íîì, òðîëëåéáóñíîì) áèëåòå ñòîÿë íîìåð,

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 6

ñîñòîÿâøèé èç 6 öèôð. Áè-
ëåò íàçûâàëñÿ «ñ÷àñòëèâûì»,
åñëè ñóììà ïåðâûõ òðåõ öèôð
åãî íîìåðà îêàçûâàëàñü ðàâ-
íîé ñóììå åãî òðåõ ïîñëå-
äíèõ öèôð. Çàäà÷à ñîñòîèò â

òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî âñåõ ñ÷à-
ñòëèâûõ áèëåòîâ ñðåäè ìèëëèîíà áèëåòîâ
(ñ íîìåðàìè îò 000000 äî 999999).

Áóäåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ïåðåáîðîì,
îäíàêî � «ðàçóìíûì». Ìîæíî, êîíå÷íî,
ïðîñìîòðåòü âåñü ìèëëèîí íîìåðîâ, óñòà-
íîâèâ äëÿ êàæäîãî èç íèõ, ÿâëÿåòñÿ ëè
ñîîòâåòñòâóþùèé áèëåò «ñ÷àñòëèâûì». Îä-
íàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íî ïåðå-
áðàòü íå ìèëëèîí, à âñåãî ëèøü òûñÿ÷ó
íîìåðîâ. Òî, ÷òî â ðåçóëüòàòå âû÷èñëå-
íèé, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 9, ìû ïîëó-
÷èì ÷èñëî «ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ», � óï-
ðàæíåíèå äëÿ ÷èòàòåëÿ.

Êðîìå òîãî, ñ çàäà÷åé î «ñ÷àñòëèâûõ
áèëåòàõ» ñâÿçàíà èíòåðåñíàÿ ìàòåìàòèêà.
Îáúÿñíåíèå òîãî, ÷òî ñëåäóþùèé îïåðà-
òîð äàåò îòâåò ê çàäà÷å, äàíî â [1: ñì.
ðåøåíèå çàäà÷è 2.39], à òàêæå íà ðèñ. 10.
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Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 3. Ýëåìåíòû ïðîãðàììèðîâàíèÿ â Maxima

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû îïåðàòîðà
coeff(p,x,n) ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðè
xn â ìíîãî÷ëåíå p.

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëåíèå ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è îï-
ðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

21 −− += nnn FFF   ïðè n ≥ 2, à 101 == FF .

Ïîïðîáóåì íàïèñàòü

ïðîöåäóðó äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ýòèõ ÷èñåë. Êàçà-
ëîñü áû, íèêàêèõ ïðî-
áëåì çäåñü áûòü íå ìî-
æåò. Ïåðåä âàìè òðè
ïðîöåäóðû (ñì. ðèñ. 11).

Ïåðâàÿ èç íèõ òðàäèöèîííà. Âî âòî-
ðîé ïðîöåäóðå ïî÷åìó-òî àðãóìåíò íàõî-
äèòñÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, à íå â êðóã-
ëûõ, ïðè ýòîì âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâ-
íîãî îïåðàòîðà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâûõ äâóõ
÷èñåë ÿâíî óêàçàíû èõ çíà÷åíèÿ. Â ïðîöå-
äóðå fibon3 äëÿ âû÷èñëåíèÿ n-ãî ÷èñëà Ôè-
áîíà÷÷è ïðîñòî ñäåëàíî  n � 1 ñëîæåíèå.

Êàê âû âèäèòå, êàæäàÿ èç ýòèõ ïðî-
öåäóð áûñòðî è ïðàâèëüíî íàøëà
ïåðâûå 11 ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

Òåì íå ìåíåå, ðàçíèöà ìåæäó
ýòèìè ïðîöåäóðàìè îãðîìíà. Äëÿ
òîãî ÷òîáû åå îùóòèòü, ïîïðîáóåì
íàéòè ÷èñëî F100 (ñì. ðèñ. 12).

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 9
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Àâòîðó íå óäàëîñü äîæäàòüñÿ îêîí÷à-
íèÿ ðàáîòû îïåðàòîðà fibon1(100), ïî-
ýòîìó ðàáîòà ýòîãî îïåðàòîðà áûëà ïðå-
ðâàíà.

Êàê âèäèòå, îïåðàòîð fibon2 âû÷èñ-
ëèë òðåõñîòîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è î÷åíü
áûñòðî. Îïåðàòîð fibon3 î÷åíü áûñòðî
íàøåë äàæå òûñÿ÷íîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è.

Ïðè ýòîì ïðè ïîïûò-
êå íàéòè ýòî ÷èñëî ïî-
ñðåäñòâîì îïåðàòîðà
fibon2 ïðîèçîøëî ïåðå-
ïîëíåíèå (ñì. ðèñ. 13).

Â ÷åì æå äåëî, â ÷åì ðàçíèöà ìåæäó
òðåìÿ îïåðàòîðàìè, êîòîðûå, íà ïåðâûé
âçãëÿä, äåëàþò îäíî è òî æå?

Íà÷íåì èññëåäîâàíèå ñ àíàëèçà âòî-
ðîãî èç ýòèõ îïåðàòîðîâ. Ñèíòàêñè÷åñêàÿ
êîíñòðóêöèÿ âèäà a[n]:x îïðåäåëÿåò çíà-
÷åíèå n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïî-
ýòîìó fibon2 åñòü èìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè, à íå ÷èñëîâîé ôóíêöèè. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû íàéòè, ê ïðèìåðó, çíà÷åíèå F4, íàäî

çíàòü F3 è F2, ïðè ýòîì 211012 =+=+= FFF ,

à 312123 =+=+= FFF . Îïåðàòîð fibon2

òàê è ïîñòóïèò. Ñíà÷àëà áóäåò íàéäåíî
çíà÷åíèå F2, çàòåì � çíà÷åíèå F3 è, íàêî-
íåö, F4. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî â
ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ áóäóò çàïîìèíàòüñÿ
óæå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó åñëè
íàéäåíî çíà÷åíèå fibon2(300), òî äëÿ ïî-
èñêà, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ fibon2(287)
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèòüñÿ íå áóäóò, îíî
óæå íàõîäèòñÿ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ñ ýòèì è ñâÿçàíà ïðè÷è-
íà ïåðåïîëíåíèÿ ïðè ïîèñêå çíà÷åíèÿ
fibon2(1000): ïðîãðàììà äîëæíà âû÷èñ-
ëèòü è  ñîõðàíèòü â ïàìÿòè êîìïüþòåðà
çíà÷åíèÿ âñåõ ïðåäûäóùèõ ÷èñåë Ôèáî-
íà÷÷è!

Îïåðàòîð fibon1 âû÷èñëÿåò ïî-äðóãî-
ìó. Äëÿ íåãî çíà÷åíèå, ê ïðèìåðó, F4 åñòü
ñóììà )())(( 01101 FFFFF ++++ , äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ êîòîðîé êîìïüþòåðó ïðèäåòñÿ ïðî-
èçâåñòè íå òðè, à ÷åòûðå ñëîæåíèÿ. Êà-
çàëîñü áû, íåâåëèêà ðàçíèöà, îäíàêî îíà
îêàæåòñÿ îãðîìíîé ïðè âû÷èñëåíèè ÷è-
ñåë Ôèáîíà÷÷è ñ áîëüøèìè íîìåðàìè
(ñìîòðèòå çàäàíèå 3 ê ýòîìó óðîêó). Êî-
íå÷íî, F1 + F0 = F2, îäíàêî ïðè ïîèñêå F4
ýòî çíà÷åíèå áóäåò âû÷èñëåíî äâàæäû!

Íàêîíåö, äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ Fn
ïîñëåäíèé èç ðàññìîòðåííûõ îïåðàòîðîâ
ñäåëàåò ïðîñòî n � 1 ñëîæåíèå, çàòðàòèâ

Ðèñ. 12



9

Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 3. Ýëåìåíòû ïðîãðàììèðîâàíèÿ â Maxima

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

íà ýòî íåìíîãî âðåìåíè è ðåñóðñîâ êîì-
ïüþòåðà.

Ñèíòàêñè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ thru k

do (�) îçíà÷àåò, ÷òî âû÷èñëåíèå òåëà öèê-
ëà áóäåò ïðîèçâåäåíî k ðàç.

Òàêèì îáðàçîì, êàê âû âèäåëè, äàæå
ôîðìàëüíî âåðíàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò îêà-
çàòüñÿ ôàêòè÷åñêè áåñïîëåçíîé.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Íàéäèòå è äîêàæèòå ôîðìóëó äëÿ íàè-
áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷èñåë 2 n � 1 è
2k � 1.

2. Ñóùåñòâóåò ëè, êðîìå 11, åùå õîòÿ
áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå
îäíèìè åäèíèöàìè? (Ïðîâåðêó ÷èñëà íà
ïðîñòîòó ïðîèçâåäèòå ïðè ïîìîùè îïå-
ðàòîðà primep).

3. Íàéäèòå ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ êàæäîé
èç öèôð îò 1 äî 9 êàê ïåðâîé öèôðû äå-

ñÿòè÷íîé çàïèñè ïåðâûõ 100 ñòåïåíåé
äâîéêè.

4. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ðåçóëüòàòîì âû-
÷èñëåíèÿ ïåðâîé èç ïðîãðàìì â ïðèìåðå
3 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî âñåõ
«ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ».

5. Ñêîëüêî ñëîæåíèé áóäåò ïðîèçâåäå-
íî ïðè âû÷èñëåíèè ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è F6 â
ïðîöåäóðå fibon1? Íàéäèòå è äîêàæèòå
òàêæå îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ñëîæå-
íèé â ïðîöåäóðå fibon1 ïðè âû÷èñëåíèè
n-ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è.

6. ßñíî, ÷òî n-óþ ñòåïåíü ÷èñëà ìîæ-
íî íàéòè, ñäåëàâ  n � 1 óìíîæåíèå. Ïî-
ñòàðàéòåñü âû÷èñëèòü x 1001 ïðè ïîìîùè
íå 1000, à ãîðàçäî ìåíüøåãî ÷èñëà óìíî-
æåíèé. Îïèøèòå àëãîðèòì, ïîñðåäñòâîì
êîòîðîãî ñòåïåíü ÷èñëà ìîæåò áûòü íàé-
äåíà çà íå î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî óìíîæå-
íèé, è íàïèøèòå ïðîöåäóðó, ðåàëèçóþùóþ
ýòîò àëãîðèòì.

Îòâåòû, óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ çàäàíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû óðîêà 2

1. Ïîñêîëüêó  äàííîå âûðàæåíèå ðàâíî a ïðè x = a, ðàâíî b ïðè x = b è ðàâíî c
ïðè x = c, òî îíî òîæäåñòâåííî ðàâíî x. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðà-
âåíñòâà:

0
))(())(())((

=
−−

+
−−

+
−− cbab

b

caba

a

bcac

ñ

, 0
))((

)(

))((

)(

))((

)( =
−−

++
−−

++
−−

+
cbab

cab

caba
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bcac

bañ

è, 0
))(())(())((

=
−−

+
−−

+
−− cbab

abc

caba

abc

bcac

abñ
, âïðî÷åì, ïîñëåäíåå òîæäåñòâî óæå èçâåñò-

íî. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ è òîæäåñòâî

2
222

))((

))((

))((

))((

))((

))((
x
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cxaxb
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cxbxa
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bxaxc =
−−
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−−

−−+
−−

−−
, êîòîðîå òîæå èìååò òðè ñëåä-

ñòâèÿ. Äðóãîå äåëî, ÷òî íåïîíÿòíî, ÷åìó áóäåò ðàâíî âûðàæåíèå

))((
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))(( 333
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−−+
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333

)()( . Âîñïîëüçóéòåñü Maxima, ÷òîáû ïîëó÷èòü îò-

âåò, à çàòåì äîêàçàòü «íà áóìàãå» ïðåäïîëàãàåìîå ðàâåíñòâî.
2. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå

n êîðíåé. Ïðîâåäèòå ðàññóæäåíèå ïî èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî åñëè ÷èñëî a ÿâëÿåò-
ñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà p(x), òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí q(x), ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòíûì îò
äåëåíèÿ p(x) íà x � a, òî åñòü p(x) = (x � a)q(x).

3. Èç ñëåäóþùåãî ðèñ. 1, íà êîòîðîì èçîáðàæåíû ãðàôèê xxy −= 66  è ãîðèçîíòàëü-
íàÿ ïðÿìàÿ y = 1, î÷åâèäíî, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò òðè ðåøåíèÿ.

Áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî ÿñíî, êàê ýòî äîêàçàòü. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü
ðàññìàòðèâàåìóþ ôóíêöèþ, òî åñòü íàéòè ïðîìåæóòêè åå âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ.
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Ðèñ. 11

7. à) Èçîáðàçèì ãðàôè÷åñêè ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n
n nx 22=  (ðèñ. 2).

Ìû âèäèì, ÷òî K>><<< 54321 xxxxx  Ïåðâûå òðè íåðàâåíñòâà ïðîâåðÿþòñÿ íå-

ïîñðåäñòâåííî. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ( ) 133 212 ++> nn nn  ïðè 3≥n , èëè 2)11( 3 <+ n ,
÷òî âåðíî, òàê êàê 264125)45( 3 <= .

Äëÿ ðåøåíèÿ ïóíêòà á) ýòîé çàäà÷è ïðîùå èçîáðàçèòü âíà÷àëå ãðàôèê ñîîòâåòñòâó-
þùåé ôóíêöèè (ðèñ. 3).

Ìû âèäèì, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, âèäèìî, ïðè n = 14. Îäíàêî,

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 3. Ýëåìåíòû ïðîãðàììèðîâàíèÿ â Maxima

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

÷òîáû áûòü â ýòîì âïîëíå óâåðåííûìè, ïîñìîòðèì íà ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
xn ïðè n áëèçêèõ ê 14 (ðèñ. 4).

Ñîìíåíèé â ñïðàâåäëèâîñòè íå îñòàåòñÿ. Äîêàæèòå ýòîò ôàêò ñàìîñòîÿòåëüíî.
5. Ïîïðîáóéòå âíà÷àëå íàðèñîâàòü ïàðàáîëû 21 xy −=  è 21 yx −=  «íà áóìàãå». Â

ñêîëüêèõ òî÷êàõ îíè ó âàñ ïåðåñåêëèñü? Ïîñëå ýòîãî âçãëÿíèòå íà ðèñ. 5.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè a = 1 ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ. Åñëè ìû ïðîäîëæèì

óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèå a, òî ïàðàáîëû ñòàíóò áîëåå «êðóòûìè», ïîýòîìó ñèñòåìà ïî-

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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Èâàíîâ Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷,
ïðîôåññîð, äîêòîð ïåäàãîãè÷åñêèõ
íàóê è êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè è
èíôîðìàòèêè ÑÏáÃÓ.

Ëèòåðàòóðà

1. Èâàíîâ Î.À. Ýëåìåíòàðíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ øêîëüíèêîâ, ñòóäåíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé. Ì.:
ÌÖÍÌÎ, 2009. 384 ñ.

ïðåæíåìó áóäåò èìåòü 4 ðåøåíèÿ. Îäíàêî êàê áóäåò ìåíÿòüñÿ ÷èñëî åå ðåøåíèé ïðè
óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ a? Âðÿä ëè âàì óäàñòñÿ «ïîéìàòü» èñêîìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà,
ãëÿäÿ íà ãðàôèêè. Ìîæíî ïîñòóïèòü ïðîùå, ïîïðîñèâ Maxima ðåøèòü óðàâíåíèå ÷åò-
âåðòîé ñòåïåíè.

Èç ïðèâåäåííîãî îòâåòà ÿñíî âèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå äîëæíî ðàñïàñòüñÿ íà äâà
êâàäðàòíûõ. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå. Êîíòðîëüíûé âîïðîñ: ñêîëüêî ðå-
øåíèé èìååò äàííàÿ ñèñòåìà ïðè a = 3/4?

6. Ïåðâûé âîïðîñ: à òàê ëè óæ âàæíî, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí
2? Èç ïðèâåäåííîãî ïåðâîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 4 î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íèêàêîãî çíà÷åíèÿ
íå èìååò. Èìåííî, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x1 > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn áóäåò èìåòü ñâîèì
ïðåäåëîì ÷èñëî 2 . Âòîðîé âîïðîñ: à îòêóäà âçÿëàñü ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà, çàäàþ-
ùàÿ çàäàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü? Îòâåò: ýòî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êàñàòåëü-
íûõ (ìåòîäà Íüþòîíà) ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 = 2. Òåïåðü ïî-
ñìîòðèì íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê 2  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íà÷àëüíûì äàííûì, ê
ïðèìåðó, x1 = 4. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïÿòûé ÷ëåí òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàåò ïðèáëè-
æåíèå òîëüêî ñ 4 çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé. Â ÷åì æå äåëî, ïî÷åìó íàñòîëüêî õîðîøà
èìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íà÷àëüíûì ÷ëåíîì, ðàâíûì 2? Ðàçãàäêà ñâÿçàíà ñ ïîíÿòè-
åì öåïíîé äðîáè (ñì., ê ïðèìåðó, [1: ãë. 9, óïð. 9.14]).
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